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Questão 1 � Equação de Laplace na Eletrostática

Considere uma esfera maciça de raio R, com centro na origem e no vácuo. A esfera

é feita de material dielétrico linear, homogêneo e isotrópico, de permissividade elétrica ϵ.

Não há cargas livres em todo o espaço, isto é, as densidades de cargas livres no interior

da esfera e na sua superfície valem, respectivamente, ρℓ = 0 e σℓ = 0.

(a) (20%) Justi�que porque a equação de Laplace para o potencial eletrostático Φ(r) é

válida no interior da esfera.

(b) (40%) Considere, agora, que a esfera é colocada numa região onde anteriormente

havia um campo elétrico uniforme de módulo E0 ao longo do eixo z, E = E0 ẑ.

Calcule o potencial eletrostático Φ dentro e fora da esfera no equilíbrio eletrostático.

(c) (20%) Calcule o vetor polarização na esfera, P, e a densidade de cargas de polarização

na superfície da esfera, σp.

(d) (20%) Obtenha a carga de polarização total na esfera. Justi�que o resultado obtido.

Dados:

Polinômios de Legendre: Pℓ=0(x) = 1, Pℓ=1(x) = x∫ 1
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êθ +

1

r sin θ

∂ψ

∂ϕ
êϕ
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Questão 2 � Magnetostática

Considere uma espira circular de raio R, na qual circula uma corrente elétrica constante

I. A espira se encontra no plano z = 0, com centro na origem, conforme a �gura abaixo.

(a) (40%) Mostre que o campo magnético em um ponto arbitrário r0 = z ẑ sobre o eixo

de simetria é

B(r0)
∣∣∣
eixo z

=
1

2

µ0IR
2

(R2 + z2)3/2
ẑ.

(b) (30%) Determine o momento de dipolo magnético, m, criado pela espira circular.

(c) (30%) Seja r =
√
x2 + y2 + z2 a distância do centro da espira até um ponto r qualquer

no espaço. Mostre que, para r ≫ R, o campo magnético B(r) criado pela espira

decai como |B| ∼ r−n, e encontre o valor do expoente n.

Dados:

Dada uma densidade de corrente, J(r), espacialmente localizada, o potencial vetor

longe desta distribuição é dado por

A(r) =
µ0

4π

m× r

r3

onde m ≡ 1
2

∫
d3x r × J(r) é o momento de dipolo magnético da distribuição de

corrente.

Identidade vetorial útil:

∇× (A×B) = (B · ∇)A− (A · ∇)B+ (∇ ·B)A− (∇ ·A)B
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Questão 3 � Equações de Maxwell e Corrente de Deslocamento

(a) (30%) Demonstre a necessidade da corrente de deslocamento introduzida por Maxwell

na lei de Ampère. Use argumentos quantitativos.

A diferença de potencial aplicada aos terminais do capacitor de placas planas circu-

lares e paralelas mostrado na �gura abaixo é dada por V (t) = V0 cosω t. Suponha

que d≪ R, de modo que efeitos de borda podem ser desprezados.

 

(b) (40%) Usando as equações de Maxwell determine os campos elétrico EII(r, t) e mag-

nético BII(r, t) na região II, entre as placas, em função do tempo.

(c) (30%) Determine a densidade super�cial de carga, σ(r, t), e a carga acumulada, Q(t),

na placa superior. Determine a corrente elétrica, i(t), que �ui nos �os condutores.
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Questão 4 � Ondas Eletromagnéticas

A propagação de uma onda monocromática plana, E(r, t) = E0 e i(k·r−ω t), em um meio

formado por N osciladores harmônicos clássicos por unidade de volume, todos de massa

m, frequência de ressonância ω0, carga q e constante de amortecimento γ, é descrita pela

permissividade elétrica complexa

ϵ(ω) = ϵ0 +
Nq2

m

1

ω2
0 − ω2 − iγω

.

(a) (40%) A partir das equações de Maxwell em um meio sem cargas livres e com per-

missividade elétrica ϵ(ω), mostre que o campo elétrico é solução da equação de onda

com a velocidade de fase dada por v = 1/
√
µ0 ϵ(ω).

(b) (30%) Mostre que o índice de refração complexo, ñ(ω), e a constante dielétrica relativa

estão relacionados através de

ñ(ω) ≡ nr(ω) + iκ(ω) =
√
ϵ(ω)/ϵ0 ≈ 1 +

Nq2

2mϵ0

1

ω2
0 − ω2 − iγω

,

sendo que a aproximação é válida no limite de baixas densidades de osciladores.

Determine as partes real e imaginária do índice de refração, nr(ω) e κ(ω).

(c) (30%) A intensidade I(z) de um feixe de luz propagando ao longo do eixo z, através

de um meio absortivo, é

I(z) = I0 e
−α z ,

onde α é o coe�ciente de absorção do meio. Relacione α com a parte imaginária do

índice de refração complexo.

Dados: ∇× (∇×A) = ∇ (∇ ·A)−∇2A


